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ТЕОРЕМА О ЦЕНТРЕ МАСС В ТРЕХМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ
Аннотация. Опираясь на определение центра масс, данное в работах [1, 2], постулируется его неподвижность 
в пространствах постоянной кривизны и рассматривается задача двух частиц с внутренним взаимодействием, ко-
торое описывается потенциалом, зависящим от расстояния между ними на трехмерной сфере. Такой подход, обо-
снованный отсутствием принципа, подобного принципу Галилея, с одной стороны, и свойством изотропности 
пространства – с другой, позволяет рассматривать задачу в системе покоя центра масс, что автоматически обеспе-
чивает зависимость только от относительных переменных рассматриваемых точек. Сформулировано уравнение 
Гамильтона – Якоби задачи и найдены его решения и уравнения траекторий. Показано, что приведенная масса систе-
мы зависит от относительного расстояния. С учетом данного обстоятельства выписана модифицированная метрика 
системы.
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CENTER MASS THEOREM IN THREE DIMENSIONAL SPACES WITH CONSTANT CURVATURE
Abstract. In this paper, based on the definition of the center of mass given in [1, 2], its immobility is postulated in 
spaces with a constant curvature, and the problem of two particles with an internal interaction, described by a potential 
depending on the distance between points on a three-dimensional sphere, is considered. This approach, justified by the 
absence of a principle similar to the Galileo principle on the one hand and the property of isotropy of space on the other, 
allows us to consider the problem in the map system for the center of mass. It automatically ensures dependence only on the 
relative variables of the considered points. The Hamilton – Jacobi equation of the problem is formulated, its solutions and the 
equations of trajectories are found. It is shown that the reduced mass of the system depends on the relative distance. Given this 
circumstance, a modified system metric is written out.
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Введение. В нерелятивистской классической механике согласно известной теореме, центр 
масс системы частиц в отсутствие внешних сил покоится или движется равномерно и прямоли-
нейно. Иными словами, состояние движения центра масс не может быть изменено внутренними 
силами взаимодействия между частицами. Для пространства механики Ньютона – пространства 
Евклида, равномерно и прямолинейно движущийся центр масс системы эквивалентен покояще-
муся в силу принципа Галилея, в случае же пространства постоянной кривизны движущийся 
центр масс системы в отсутствие внешних сил не эквивалентен покоящемуся из-за отсутствия 
глобального принципа относительности. Тогда, если кривизну пространства интерпретировать 
как внешнюю силу, движение центра масс системы, казалось бы, возможно, но это противоречи-
ло бы изотропности пространства. 
В связи со сказанным, опираясь на определение центра масс, данное в работах [1, 2], постули-
руем его неподвижность в пространствах постоянной кривизны и рассмотрим задачу двух час-
тиц с внутренним взаимодействием, описываемым потенциалом Ньютона на трехмерной сфере. 
Если введенное определение центра масс при этом не приводит к противоречию, то существует 
возможность решить проблему разделения переменных центра масс и относительного движения. 
Переменные центра масс и относительные координаты для системы двух частиц. 
Существует проблема определения центра масс системы материальных частиц в пространствах 
постоянной кривизны [3]. В работе [1] дано следующее определение центра масс двух частиц 
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То есть координаты двух материальных точек в объемлющем четырехмерном пространстве бу-
дут представлять собой составляющие бикватернионов: 
 
(1) (2)(1) (1) (2) (2)
0 0X jX X jXX X= + , = + , (3)
с условием, что они лежат на 3-сфере единичного радиуса
 (1) (1) (2) (2)1     1.X X X X= , =  (4)
В качестве независимых координат удобно использовать бельтрамиевы координаты, которые яв-
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совпадающим с законом композиции Ф. И. Федорова [5]. Отметим, что определение векторов (5) 
автоматически ведет к отождествлению противоположных точек на сфере, и, следовательно, 
введенные векторы принадлежат эллиптическому пространству и использование их для описа-
ния движения на сфере требует учета данного свойства. Применение непосредственно самих 
бикватернионов (3), (4) позволяет избежать указанных трудностей. В переменных (5) данное вы-
ражение имеет вид 
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Нетрудно видеть, что выражение (7) для координат центра масс по форме совпадает с анало-
гичным выражением для координат центра масс в трехмерном плоском пространстве, в котором 
постоянные массы m1, m2 заменяются на массы с зависимостью от координат 
( ) ( )2 2(1) (2)1 21     1 .q qm m/ + , / +
Отметим также, что данное определение совпадает с определением, данным в работе [3], и пере-
ходит в него, если учесть, что ( )2 2tg ,q r=  где r – расстояние между точками. Как следует из фор-
мулы (7) и как показано в [2], такое определение может быть обобщено на произвольное число 
частиц. Оно также может служить основой барицентрического исчисления в пространствах по-
стоянной кривизны подобно тому, как соответствующее определение с постоянными массами 
служит основой такого исчисления в пространстве Евклида.








12 .X Y X=  (9)
Независимые трехмерные координаты относительного движения определяются как состав-
ляющие вектора относительного движения 
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Введем также четырехмерные Y1, Y2 и трехмерные 
(1) (2)
y yq q,  координаты точек относительно цен-
тра масс, определяемые аналогично (8) и (9), а именно: 
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Очевидно также, что 
 12 2 1.Y Y Y=  (15)










q qXXq q q qj j
XX q q
= = , = , = , ,
+ + + +
 
(16)
      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2020. T. 56, № 3. С. 328–334 331












q qXXq q q qj j
XX q q
= = , = , = ,
+ + + +
 
(17)
где (1)q  и (2)q  определяются соответственно через Y1 и Y2 аналогично тому, как согласно форму-
лам (13) qy выражается через Y12. В справедливости формул (16) и (17) легко убедиться непосред-
ственным расчетом. Следует обратить внимание, что (1)q  и (2)q  и Y1, Y2 выражаются только через 
относительные переменные qy и Y12 соответственно. 
Из формулы (15) вытекает формула 
 
(2) (1)
2 1 .y y yq q qq q=< , − >= , −  
(18)
Введенные переменные подчиняются условиям 
 12 1 212 1 21    1    1     1c cX Y Y YX Y Y Y= , = , = , = . (19)
Две материальные точки на S3. Нерелятивистская классическая задача. Действие для 
задачи двух материальных точек на сфере S3, взаимодействующих с силами, зависящими только 
от относительной переменной, запишем в виде 
 
( )(1) (2)(1) (2)12 1 2 121 ( ) .2W m m V Y dtX XX X
 = + −  
∫   
 
(20)
Здесь сразу учтено, что операции дифференцирования и сопряжения перестановочны ме-
стами. Точка над буквами обозначает дифференцирование по времени. Выражение (20) примет 
стандартный вид, если перейти к независимым переменным (1)q  и (2).q  В этом случае 
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(22)
– метрический тензор 3-сферы в переменных, являющихся составляющими векторов на сфере. 
В выражении (21), согласно принятому предположению, положим qc = 0 и запишем его в сфе-
рических координатах. Тогда
( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 121 sin sin sin sin ( ) .2
2 2W m r m r m r m r U r dt  = + ϑ + ϑ ϕ + + ϑ + ϑ ϕ −   
∫    
 
(23)
Произведя в (23) замену координат отдельных частиц на относительные переменные r, ϑ, φ 
(0 , 2 2,    0 2 ),r≤ ≤ π −π ≤ ϑ ≤ π ≤ ϕ ≤ π  в соответствии с формулами (16), (17) при 0cq =  получим 
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Легко проверить, что выражение для функции Лагранжа (25) в плоском пределе r ∼ 0 перехо-
дит в функцию Лагранжа плоской задачи для частицы приведенной массы. То есть соответству-







Сказанное справедливо в отношении как коэффициентов перед радиальной составляющей 
обобщенных скоростей ,r  так и в отношении составляющей перед sin2r. При этом указанные ко-
эффициенты различны. 
С учетом вышеизложенного, можно сделать следующий предварительный вывод. В про-
странствах с кривизной массы частиц можно интерпретировать зависящими от координат, как 
это следует из (7). Это же справедливо и в отношении составных систем, приведенные массы 
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эти зависимости различны, что необходимо учитывать при рассмотрении задач о движении ма-
териальных тел в искривленных пространствах.
Уравнение Гамильтона – Якоби и его решения. С учетом вида функции Лагранжа (25), 
приняв во внимание следующие определения обобщенных импульсов 
,     ,     ,r
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µ µ
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(27)
Уравнение (27) допускает разделение переменных 
 ( ) ( ) ( )rW W r W W Etϑ ϕ= + ϑ + ϕ +  (28)
      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2020. T. 56, № 3. С. 328–334 333




















2 ( ) ( ) .
( ) sin
r rW M r E U r
r r r⊥





Уравнения (29) при этом легко интегрируются: 
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Подставив выражения (30) и продифференцировав по константам Mφ и M, получим уравне-
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Выражение для уравнения Гамильтона – Якоби диктует следующую эффективную метрику, 
в которой движется эффективная материальная точка с приведенной массой, которая зависит от 
расстояния между исходными материальными точками, а именно:
2 2 2 2 2 2 2 2sin ( sin ).ds c dt dr r d d⊥
µ µ
= − − ϑ + ϑ ϕ
µ µ

Заключение. Таким образом, на основе использования определения центра масс, данного 
в работах [1, 2], постулируется его неподвижность в пространствах постоянной кривизны при от-
сутствии внешних сил, кроме обусловленных кривизной пространства, и рассматривается зада-
ча двух материальных точек с взаимодействием, которая описывается потенциалом, зависящим 
от расстояния между точками на трехмерной сфере. Такой подход, обоснованный отсутствием 
принципа, подобного принципу Галилея, с одной стороны, и свойством изотропности простран-
ства – с другой, позволяет рассматривать задачу в системе покоя центра масс, что автоматически 
обеспечивает зависимость только от относительных переменных. Сформулировано уравнение 
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Гамильтона – Якоби задачи, найдены его решения и уравнения траекторий. Показано, что приве-
денная масса системы зависит от относительного расстояния. С учетом данного обстоятельства 
выписана модифицированная метрика системы.
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